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TD o7 - Graphes aléatoires (corrigé)

Exercice 1. Graphe aléatoire bipartite
Soit 0 < p < 1etn € N*. On définit un graphe aléatoire non orienté Hy, , de la maniere suivante : on
se donne une famille {Xi,j |1<i<mn, n+1<j<2n}deva.iid. deloide Bernoulli de parametre p.
On pose alors Hy,, = (V,E) avec V = {1,...,2n} et

4.

E={(,j) | Xij = 1} C{1,...,.n} x{n+1,...,2n}.
Quelle est la loi du nombre d’arétes de Hpy p ?

I | e nombre d'arétes de Hy,,p suit la loi B(n?,p).

Quelle est I'espérance du nombre de sommets isolés de Hyy,p ?

I Soit N le nombre de sommets isolés. Si A; est I'événement « le sommet i est isolé », on a par linéarité de |'espérance, on a
E[N] = X P(A;) =2n(1—p)".

Dans cette question, on pose p = clog(n)/n pour un nombre réel ¢ > 0.

i. Montrer que si c > 1, alors :

lim P {Hzn,p a au moins un sommet isolé} =0.
n—oo

ii. Montrer que sic < 1, alors :

lim P {Hy,,, a au moins un sommet isolé } = 1.
n—oo

=

i. Sic>1,0na

E[N] =2n(1-p)"

( clogn)”
=2n{1-
n

clogn

= 2nexp(nlog(1l— )) =0

et donc P(N > 1) < E[N] — 0.

ii. Sic<1, on calcule
2n

EIN* = Y P(AiNA;) =2n(1—p)" +2n(n—1)(1 — p)*" +2n*(1 — p)** !
ij=1

d’ou il vient que E[N?]/E[N]? tend vers 1 (la premiére partie tend vers 0 avec un développement limité, les deux autres chacune vers
1/2). On utilise I'inégalité de Tchebychev pour conclure que

Var[N]  E[N?]

PN =0) = P(EIN] - N > EIN]) < P(IN ~ EIN)| > EIN)) < Fron = grpe

1—0.

Dans cette question, on pose p = 1/2. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

lim P {tous les sommets de Hy, , ont un degré inférieur a g +Cy/n logn} =1

n—co
IS5 | e degré d; du sommet i suit la loi B(11,1/2). Par I'inégalité de Chernoff I, on a donc
P(d; > g +a) < exp(—24*/n).

Ainsi, par la borne de I'union,
P(maxd; > g+a) < 2nexp(—2a*/n).
1

Cette quantité tend vers 0 si a = Cy/nlogn avec 2C? > 1.



Exercice 2. Ky
Soit G un graphe aléatoire de loi Gy . L'objectif de cet exercice est de montrer qu’il y a un seuil
po := n~%/3 tel que pour p = o(py), le graphe G n’a pas de clique de taille 4 avec bonne probabilité, et

que pour p = w(po), le graphe G a au moins une clique de taille 4 avec bonne probabilité.
Rappels / définitions :

— Un graphe aléatoire G suit la loi G s'il a n sommets et que chaque arréte est présente dans G
avec probabilité p;

— une clique de taille 4 est un ensemble de 4 sommets tous reliés deux a deux par des arétes;
p = o(po) signifie .- — 0 quand 7 — +o0;

— p = w(po) signifie I — 0 quand n — +oo.

1. Pour p quelconque, calculer E [X], ot X est le nombre de cliques de taille 4 du graphe G.

IS On a (Z) ensembles possibles de 4 sommets. Pour chacun de ces ensembles, on définit X; qui vaut 1 si c’est une clique et zero sinon.

OnaX=Y,X;. EtE[X;] =P{X; =1} = p*. D'o
_ (™),
eix = ()"

2. Soit p = o(pp), montrer que Pr(X # 0) — 0 quand n tend vers l'infini.

IF" Ona E[X] < n*p® = o(n*=6*2/3) = o(1). Donc E[X] tend vers zero quand n tend vers I'infini. Comme X est a valeur entiéres, positives
ou nulle, on conclut que P{X # 0} = Pr(X > 1) < E[X] tend aussi vers 0.
On suppose maintenant p = w(py), et on veut montrer que P {X = 0} — 0 quand 7 tend vers l'infini.

3. Montrer que P{X = 0} < ‘]’;‘[Q]’ﬂ Il suffira donc de montrer que 7‘]?[;[])9 .
IS5 On utilise I'inégalité de Chebychev
— _ Var [X
Pr(X=0) <P{IX-E[X]| 2 E[X]} < — 7 T

4. Soit X; des variables aléatoires a valeur dans 0,1 (et non indépendantes). Montrer que

Var | L] < B LX) + LB - E XX~ E [X)])].
i [ 17]

2
=E {(Z(Xi - E[X,])>

z@fmmwmemﬂ

=) E[(Xi—E[X]]] +} E[(Xi —E[X])(X; ~E[X}])].
i iZi
On observe ensuite que E [(X; — E[X;])2] = E [X?] — E[X;]* < E [X?]. Mais comme X; est & valeur dans 0,1, on a E[X?] = E[X;]. D'od
I'inégalité.
5. En déduire que Var [X] = o(E [X]?) et conclure.
=" On note C; les ensembles de 4 sommets du graphe G, et on défini X; la variables aléatoire qui vaut 1 si C; forme une clique et 0
sinon. On a X =Y, X; et d'aprés la question précédente Var [X] < E[X] + ¥4 E [(Xi — E[Xi])(X; — E[X;])]. Fixons i # j et considérons
E [(X, —E[X;])(X; —E [XJ)} =E [X,XJ —E[X]E [X/-}. OnaE [X,-Xj} = P{C,- et Cj sont des cliques} = pk, ou k est le nombre d'arétes

nécessaires pour que C; et C; soient des cliques. Ce nombre d'arétes va dépendre nu nombre de sommets communs entre C; et C;. On
distingue donc les cas suivants

— Si|GNCj|=00u|CNCj|=1,alors k=12 et E[(X; — E[Xi])(X; —E[X;])] =0.

— Si|GNG| =2 alorsk=11et E[(X;i —E[X])(X; —E[X;])] = p" (1 =p). lya (})-(3) (";") tels couples (C;,C)).

— Si|GNG| =3 alorsk=9et E[(Xi—E[X])(X; —E[X;])] =p°(1—p*). Nlya () (3)- (";*) tels couples (C;, C)).

— Lecas |G;NCj| = 4 est impossible car C; # C;.

On a donc Var[X] < E[X]+ (1) - () - ("5Hp (1 —p)+ (1) - () - ("7p°(1 — p). Chacun des trois termes de cette somme est un o(E [X]*)

(car p = w(po)), d’ou la réponse a la question. On conclut grace aux questions précédentes que Pr(X # 0) — 0 quand n tend vers I'infini.

Exercice 3. Graphes connexes

Un graphe non-orienté G = (V, E) sur n sommets est connexe si, pour tous sommets u et v, il existe un
chemin de u & v. Autrement dit, le graphe n’est pas connexe si I'on peut partitionner V en (A, B) de
telle sorte qu'il n'existe aucune aréte entre A et B.



1. Prouver que si p = (2+¢)logn/n avec € > 0, alors la probabilité qu'un graphe choisi aléatoire-
ment dans Gy, , soit connexe tend vers 1 quand n tend vers l'infini.
=y
Note : (1) < ()",
We first compute P, the probability to have a cut (A, B) with no edge where |A| = k.
There are k(1 — k) edges in such a cut and (}) such cuts. Then, by the union bound, we get, with T =2 +¢ :

) k(1—k/n)t ‘
MY pknk) < (E1\F L e
PkS(k)“ P < (%) 5 < ()

For n sufficiently large, we can bound P, < P;. Then the sum of P is at most ¢/n® which goes to 0.

Exercice 4. Théoreme de Mycielski
La coloration d'un graphe G consiste a attribuer une couleur a chacun de ses sommets de maniere que
deux sommets reliés par une aréte soient de couleurs différentes. Le nombre minimal de couleurs est
appelé nombre chromatique, on le note x(G).

Clairement, les graphes contenant de grandes cliques ont un grand nombre chromatique, mais la
réciproque n’est pas vraie. Le but de cet exercice est de prouver le théoreme de Mycielski ' : pour tout
entier k > 2, il existe un graphe G tel que G ne contient aucun triangle et avec pourtant x(G) > k.

1. Soit 0 < & < % et soit G un graphe aléatoire avec n sommets ot chaque arréte est présente

indépendamment des autres avec probabilité p = n°~!. Montrer que quand n tend vers l'infini,
la probabilité que G ait plus de n/2 triangles tend vers 0.

I pour trois sommets distincts a, b et c, la probabilité d’étre un triangle est p>. Iy a (5) ensembles de trois sommets, donc I'espérance

du nombre de triangle est E[N] < n®p>. Par Markov,

n P 2.3 3e—1
> — < = = .
P{N72}7 i 2n"p 2n — 0

2. Soit #(G) la taille du plus grand ensemble indépendant de G (un ensemble indépendant est un
ensemble de sommets deux & deux non adjacents). Montrer que x(G) > ﬁ

IS5 Par définition de x(G), il existe un coloriage de G avec x(G) couleurs, autrement dit une partition de V en x(G) ensembles indépendants.

Alors pour chaque tel sous-ensemble A, on a #(G) > |A|. Donc x(G) x a(G) > n, d'ou le résultat.

3. Soit a = 3n!~¢Inn. Montrer que :

En déduire qu'il existe n et G de taille 7 tels que G a au plus % triangles et «(G) < a.

I Pour tous sommets v1,...,0, distincts, on a

(a=1)
P{{v1,...,v,} est indépendant} = (1 — p)“ “ .

D
one n a(a—1) a(a—1) _a(a-1)
P{a(G) >a} < <ﬂ)(17p) z < n'(l-p) 2 < n'et 2 — 0.

Donc (question 1 et question 3) il existe n et G de taille 1 tels que G a au plus § triangles et a(G) < a.

4. Soit G un tel graphe. Soit G’ un graphe obtenu a partir de G en supprimant le minimum de
sommets afin que G’ ne contienne aucun triangle. Montrer que :

/ n’
x(G) > 6Inn
et conclure la preuve du théoreme de Mycielski.
IS parla question 2, on a ) .
xe) = 2> gl -

Ce qui conclut la preuve du théoréme (pour 1 assez grand, on peut obtenir G’ sans triangle avec x(G’) aussi grand que I'on veut).
q P! P g P g X g q

1. Jan Mycielski (1932-2025), mathématicien polono-américain.
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